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JUNIO - 2003

RESUELTOS

MATEMATICAS I Tiempo maximo: 1 horas Y3ninutos

Contesta de manera clara y razonada una de lagpdmses propuestas. Cada cuestior
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion finallsgene de dividir el total entre 4.

OPCION A

1°) De la familia de planos = x+ (k +1)y - z+ 2k =0, hallar las ecuaciones de los que
estan a 2 unidades de distancia del punto P(3, 1, 1

)_|A><O+By0+Czo D| .

La distancia de un punto a un planod¢B, 7 [Aipic ; aplicada
A" +B° +
al caso presente seria:
|1-1+(k+1) -1-1- 1+2k| |1+k+1-1+2K]| |3k +1
d(P, 7)= - - -

V12 + (k +1) +(-1)? VLK 42k +1+1 kP +2k+3

|3k +1) = 24k? +2k +3 ;; Ok> +6k +1=4(Kk? + 2k +3) ;; Ok? +6k +1= 4K +8k +12 ;;

. _1+2J14
=
N / )
+ + + +
5k? -2k -11=0 ;; k = 2 fo”’zzoz2—10224:2—;‘8/1_4:1-?/1_4:
1- 2414
k, =
5
Los planos pedidos son los siguientes:
,TIEX+[1+25\/171+1Jy_2+2_1+25\/171:0 y X+&5\/171y_2+2+z:/171:0 .

7, =5x+ 23 +14)y - 52+ 21+ 2414) = 0




7]'2 EX+(

1-2J14
5

1-2414 _ . 6-214
5 :O,,X+Ty

+1Jy—z+2-

7, = 5x + 23— V14)y - 52+ 21~ 2414)= 0
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2°) Una matriz 3 x 3 de numeros reales decimosegutgiangular superior sjj& O
siempre que i > | (es decir, si todos los elemestmdos por debajo de la diagonal
principal son todos 0). Encontrar las matricesigidares superiores A tales que verifi-

1 0 0 1
guen simultaneamenta-|1|={0| y A-{1|=|0|. ¢(¢No hay alguna que sea inversi-
1 0 1 0
ble?
a b
Sea la matriz pedida={0 d e
0O 0 f
a b c) (1) (O a+tb+c 0 a+b+c=0
0 d el |1]=|0|:;|o+d+e|=|0] = d+e=ol ;;3TPFC=OL
_ d+e=0
o0 f) (1) lo) lo+o+f) (O =0
a b 0 1 O+b+c 1 o L
— . — tC=
0 d e||1|=|0]|;;|0+d+e|=|0 :>d+e:0} )
0 0 0) (1 0 0+0+0 0

at+b+c=0
Los sistemas (1) y (2) son equivalentes al sistéma =1 = a=-1
d+e=0

b+c:1} {czl—b

d+e=0 e=-d
-1 b 1-b
A= 0 d -d | ObdOR
O 0 O

No puede existir ninguna matriz A que sea invégsibllos se debe a que el de-
terminante de cualquier matriz triangular es etlpoto de los elementos de la diagonal

principal y, en este caso, por ser el elemegge 8, resulta siempre queé|=0.
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3°) Se considera la funcioh(x) = x - e*. Se pide:

a ) Hallar los intervalos de crecimiento y decreemto.

b ) Calcular fim f(x) y fim f(x).

¢ ) Hacer una gréfica de la funcion.

a)
Se trata de una funcion continua en su dominie,&fuR.
f'(x)=1-e +x-e =e([1+x);; f'(x)=0= e (1+x)=0;;1+x=0;; x=-1
f'(x)<0 = x<-1 = Creciente (-, —1)
f'(x)>0 = x>-1 = Decrecient¢ (-1, +)
b)
lim lim N 3
e
m f(x)= m (x-&)=-w.e"="2=-= = Indet = m AN
X —» —00 X —» —00 e 0 X - —00 e
_ lim 1 lim lim
= L'Hopital = — = (—e):— e€=-€e"=-w
X > —00 —¢e X —» —00 X —» —00 -

c)

Con objeto de facilitar la representacion grafleda funcion vamos a determinar
Su punto maximo que, segun el apartado a ) se gequara x = -1, ya que la funcion es
continua y pasa de ser creciente a decrecientexpard; no obstante, vamos a justifi-
car analiticamente que se trata de un maximo.

i) ze - [L+x)+et 1=e (2+%) 3 f"(—l):e‘l(z—l):%>0 — M&ximg cq.j.

f(—1):—1-e‘1:—3 - Maximo: P{-1 -2
e e




La concavidad, convexidad y punto de inflexion:son

x>-2 _ y">0= Concava (-2, ») (n)

f"(x):O:>2+x:O;; X=-2=
Xx<-2 - y"'<0= Convexa (-», -2) (O)

fr(x)=e - @B+x)= f(-2)=e? 20 = p_|,(—2,—e—22j

f(—z):—z-e'zz—e—zﬁ D s o o o o

Para x =0, y = 0. La funcion pasa por el origercdordenadas.

Del apartado b ) se deduce que la curva tieneasimiota horizontal en el eje de
abscisas.

Para la representacion grafica formamos una thblalores que nos facilite su
ejecucion:

X 0 -1 1 1 2
1 2
0O -- -— e 2¢é
y c o2
Min P.I.
v 4 /
3
e
x=1 f(x
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4°) Hacer un dibujo de la regién limitada por lasvasy = x> e y=x°, y calcular su

area. Hallar también las ecuaciones de las reatgentes a estas curvas en sus puntc
de corte.

2
z is} = x*=x";; x>’-x*=0;; xz(x3—1):0 =

Teniendo en cuenta que= x> es una funcién par y = x* es una funcion impar,

la primera es simétrica con respecto al eje denawdies y la segunda es simétrica cor
respecto al origen.

La representacion grafica de la situacion, coria&gproximacion, es la siguiente:

\ i \I/L y =%

><V

Para la curvay = x> se ha utilizado la siguiente tabla de valoresxaprados:

x 07 08 09 711 12
y 02 03 06 16 25

Teniendo en cuenta que las ordenadas de la gurv& son mayores que las de



la curvay = x° en el intervalo del area pedida, es:

1 3 571 _
S:J.(XZ—XS)-dX: X_—X_ :(E—EJ—O:E—E:E:EUZ:S
5 3 5], 3 5 3 5 15 15

Las tangentes a las funciones en sus puntos te smn las siguientes, teniendo
en cuenta que la pendiente en los puntos de cogbwvalor de la derivada en ese punto
y que la recta que pasa por un punto conocidaridigete esy -y, = m(x - x, ):

Curva y=x’>;; y'=2x =

t, = y-0=0(x-0) ;; t, =y =0 (Eje de abscisa}

t, > y-1=2(x-1)=2x-2 ;; t, =2x-y-1=0

Curva y=x° ;; y'=4x* =

t, => y-0=0(x-0) ;; t, =y =0 (Eje de abscisa}

t, > y-1=4(x-1)=4x-4 ;; t, =4x-y-3=0
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OPCION B

. Hacer una

1°) Hallar las asintotas y los extremos relativesadfuncion f (x) =

x?+1

gréfica aproximada de la funcion.

lim lim : .
f(x)= f(x)= =0= y=0 (Eje de abscisa}

X—>+00 X —» —00

X
l
8
X
+
[EEN

Asintotas verticales: son los valores finitos dgue hacen que la funcion valga
mas o menos infinito; son los valores que anulateerbminador.

x> +1#0, OxOR = No tiene asintotasverticales

Asintotas oblicuas: No tiene. (para que una fun¢enga asintotas oblicuas es
necesario que sea racional y el grado del denomirssdh una unidad mayor que el gra-
do del denominador).

Los maximos y minimos relativos de la funcion kEmnsiguientes:

oy 1 +)-x2x _xPH1-2x® | 1-x2 _
f'(x) = (2 +1) = (s 1) = f'(x)

X, =1
f'(x)=0=1-x*=0;; @+x)1-x)=0=

X, =-1

“(x) = —2x-(x2+1)2—(1—x2) -2-(x2+]) 12X _ —2x-(x2+1)—4x -(1—x2)
) (x* +1)° (x? +1)

_ —2X° - 2x—4x+4x* _ 2x% —6X _ 2x(x* - 3) = £(x)
(e +1f (e +af - (x+af

fr@)=20-3_ -4 o paimo— (=2 p(l 1)
(1+1) 8 2 2

fr-1)=—2r_* (21+(11)_3 ):g>0 = Minimo = f(—l):—% = Q(—l ——j



R e e RIS PR
(X +1) x :_\/5

() = (6x* - 6)(x* +1) - (2x* —6x) - 3(x* +1) -2x _ (6x* - 6)(x* +1) - 6x(2x* ~6x) _

(43 ()

6x* +6x2 - 6x> ~6-12x" +36x> _ —6x* +36x° -6 _ —6(x —6x° +1) _ £ (x)
(¢ +1J (¢t +1) (¢ +1)

f'"(o):%a;to: P. Inflexién ;; f(0)=0 = O(0, 0)

f"'(\/§):_6(9;é8+1)¢0:> P. Inflexion ;; f(\/\’_’,):? N M(\/é, ?)

—? = N[—\/l_’), —@J

fo(oy3)= 8018+ ) L o b infiexion ;; 1 (-3) 7

16

La representacion grafica es, aproximadamensgglaente:

YA

1

<
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Xx+1 y+k _ z-1 _X_y+3_ z-k
= = y s=-= = —— Se cortan en
3 -2 1 2 3

un punto. Hallar el valor de k y la ecuacion emfargeneral del plano que determinan.

2°) Sabemos que las rectas

Existen varias formas de hacer el ejercicios.

Una forma: Un punto de r es A(-1, -k, 1) y un pudéos es B(0, -3, k) y los vectores
directores de las rectas son = (2, 3 -2) y v, =(1, 2, 3).

Si las rectas se cortan, determinan un planoopw@nto los vectore?, vf y el
vector w = AB son coplanarios, es decir: su rango es dos.

w=AB=B-A=(0, -3 k)-(-1, -k, 1)=(1, k-3 k-1).

2 3 -2
Rango{ﬁi V:,Iﬁ}:z =11 2 3 |=0;;
1 k-3 k-1

4k -1)-2(k-3)+9+4-6(k-3)-3k-1)=0;; (k-1)-8k-3)+13=0 ;;

k—1—8k+24+13:0;;7k:36;;k:%?

Otra forma: Si las rectas se cortan, el sistemmaddo por las cuatro ecuaciones lineales
con tres incégnitas que determinan tiene que sepatble determinado, es decir: los
rangos de la matriz de coeficientes y de la mairpliada tienen que ser iguales e igua-
les a tres.

La expresion de ambas rectas por unas ecuacimpésitas es:

x+1_ y+k _z-1 {?x+3:2y+2k _
= = = r

_ 3x-2y+(3-2k)=0
2 3 -2 -2x-2=2z-2 "

X+z=0

s=X= _ N 2x=y+3 . <= 2x-y-3=0
1 2 3 3x=z-k " > |3x-z+k=0

3 -2 0 3 -2 0 3-2
P A R T
/2 -1 0" |2 -1 0 -3

3 0 -1 3 0 -1 Kk



3 -2 0 3-2k
. , 1 0 1 0
Tiene que ser [M'[=0 = I i {c.-c,-c}=
3 0 -1 k
3 -2 0 3-2k
0 0 1 0 3 -2 3-2k
= =0;; -1-|2 -1 -3 |=0;; -3k+24+4(3-2k)+4k=0
2 -1 0 -3
4 0 k
4 0 -1 k
36

k+24+12-8k=0:;36=7K :; k:7

Tomando, por ejemplo, el punto de la recta SB%Q -3 3—76j el planon se

puede determinar por el punto P y por los vectdrestores de las rectasTﬂ y v—s

X y+3 z-% X T7y+21 7z-36
AP v, v)=l2 3 -2|=0ul2 3 -2 |=0;;
1 2 3 1 2 3

63x +4(72-36)- 2(7y +21) - 3(7z-36) + 28x - 6(7y +21) = 0 ;;
91x +(72-36)-8(7y +21)= 0 ;; 91x+ 72— 36-56y —168= 0 ;; 91x + 72— 56y — 204=0

n=91x-56y+7z-204=0
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3°) Se considera la ecuaciéi + x> + mx—-6=0. Utilizando el Teorema de Bolzano,
demostrar que:

a) Si m > -3 entonces la ecuacion tiene al menagaiz real menor que 2
b ) si m < -3 entonces la ecuacion tiene al menasraiz real mayor que 2.

El teorema de Bolzano dice que “Si una funcios €entinua en un intervalo ce-
rrado [a, b] y en los extremos de éste toma valdeedistinto signo, entonces existe al
menos un valoc(a, b) tal quef(c)=0".

Yﬂ‘ YA

a)
Considerando la funciori (x) = x* + x> + mx—6, que es continua en su dominio,

gue es R, puesto que es polinbmicad] R, por lo cual le es aplicable el Teorema de
Bolzano a cualquier intervalo real considerado.

Considerando la funcién para m = - 8(x) = x* + x* -3x -6, observamos que se
anula parax = 2:f(2)=2°+2*-3.2-6=8+4-6-6=0.

Considerando la funcién derivada(x) = 3x* +2x -3, que esf'(x)>0, OxOR,
x >1, lo que significa que es creciente en el intenfalo- ). Esto significa que si la
funcidn se anula para x = 2 y es creciente entehialo indicado, para cualquier valor
de m > - 3 se cumple necesariamente que f(2) >nGe&men : f(0) <0y f(2) >0, lo

cual demuestra que, en efecto, si m > - 3 la eénd®@ne al menos una raiz real mayor
que 2.

b)
Lo pedido en este apartado es equivalente a deangste la funcion f(x) consi-
derada anteriormente tiene una raiz real mayofgpara valores de m < - 3.

Si la funcion se anula para x = 2 y es crecientelentervalo indicado anterior-
mente(l, + ), para cualquier valor de m < - 3 se cumple net@sante que f(2) < 0.



L . lim
Por otra parte, es facil comprender que Slendo+ f (x) = +0, basta con dar a
X - +o0o

x un valor suficientemente grande, por ejemplo,4 para que sea f(4) > 0.

En resumen : f(2) < 0y f(4) > 0, lo cual demussjue, en efecto, sim < - 3 la
ecuacion tiene al menos una raiz real menor que 2.
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. _ 1 1 1 1
4°) Determinar todas las matrices X, tales que(l ~ ZJ = (1 B ZJ - X

Sea la matriz pedid& = (i 3) Operando:

a by (1 1) (1 1 a by (a+b a-2b) (a+c a+d
c d/ \1 -2) |1 -2) lc d)"” lc+d c-2d) la-2c b-2d =
at+tb=a+c - b=c

a-2b=a+d - d=-2b

c+t+d=a-2c - a=3c+d=3b-2b=b=a

C_'Zd = b"2C1 — b:: C

: : a a
Las matrices pedidas son de la forma= (a ~ 2aj DaOR, {az0}
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